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1 Zadáńı

Aproximujte pomoćı Fourierovy řady funkci obdélńıkového impulsu f(t) = 1
pro t ∈ 〈0, 1) a f(t) = 0 pro t ∈ 〈1, 2〉. Spoč́ıtejte koeficienty Fourierovy řady
pomoćı TKSL a vypǐste hodnoty nenulových koeficient̊u. Porovnejte aproxi-
maci Fourierovy řady se zadanou funkćı f(t) v jedné periodě (pro demonstraci
použijte r̊uzný počet člen̊u Fourierovy řady). Výpočty demonstrujte obrázky.

2 Úvod

Fourierovy řady jsou limitou posloupnosti trigonometrických polynomů, které
maj́ı část složenou z kosin̊u a část ze sin̊u. Použ́ıvaj́ı se předevš́ım při stu-
diu jev̊u s periodickým charakterem. Výhodou těchto řad je skutečnost, že
požadavky kladené na jejich konvergenci k rozv́ıjené funkci jsou slabš́ı než v
př́ıpadě rozvoj̊u do Taylorových řad (nepožadujeme např. existenci derivaćı
všech řád̊u dané funkce v daném bodě; nepožadujeme dokonce ani spojitost
rozv́ıjené funkce). Rovněž výpočet koeficient̊u může být (zejména při použit́ı
numerických metod) jednodušš́ı záležitost́ı než u řad Taylorových.

http://mathonline.fme.vutbr.cz/Fourierovy-rady/sc-73-sr-1-a-60/default.aspx
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2.1 Př́ıklad výpočtu aproximace sin2(ωt)

Ověřme platnost rovnice

sin2(ωt) =
1

2
− 1

2
cos(2ωt). (1)

Výraz (1) lze odvodit analyticky:

sin2(ωt) + cos2(ωt) = 1

cos(2ωt) = cos2(ωt)− sin2(ωt)

cos(2ωt) = 1− sin2(ωt)− sin2(ωt)

cos(2ωt) = 1− 2 sin2(ωt)

1− cos(2ωt)

2
= sin2(ωt)

Výraz (1) lze proto přepsat do tvaru

sin2(ωt) =
a0
2

+ a2 cos(2ωt)

a0 = 1 a2 = −1

2

Výraz a0
2

má význam ”nulového kmitočtu”tzn. konstantńı (tzv. stejnosměrné)
složky.

Analytické odvozeńı potvrdilo rozklad mocninné funkce na součet har-
monických složek ve tvaru

f(t) = a0
2

+ a1 cosωt+ a2 cos 2ωt+ a3 cos 3ωt+ · · ·
+b1 sinωt+ b2 sin 2ωt+ b3 sin 3ωt+ · · · (2)

Źıskáńı koeficient̊u a0, a1, a2,. . ., an, b1, b2, b3,. . ., bn analytickými meto-
dami (úpravou vzorc̊u) je určitě nepopulárńı.
Výraz (2) se nazývá Fourierova řada, pro kterou naštěst́ı bylo velmi velmi
dávno odvozeno

a0 = 1
T

2T∫
0
f(t)dt,

ak = 1
T

2T∫
0
f(t) cos(kωt)dt, k = 1, 2, 3, . . . , n,

bk = 1
T

2T∫
0
f(t) sin(kωt)dt, k = 1, 2, 3, . . . , n.

(3)
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Výpočet koeficient̊u Fourierovy řady pomoćı TKSL

Pro koeficienty Fourierovy řady plat́ı:

a0 =
2

T

∫ T

0
f(t)dt,

a1 =
2

T

∫ T

0
f(t) cos(ωt)dt,

a2 =
2

T

∫ T

0
f(t) cos(ω2t)dt,

...

an =
2

T

∫ T

0
f(t) cos(ωnt)dt,

b1 =
2

T

∫ T

0
f(t) sin(ωt)dt,

b2 =
2

T

∫ T

0
f(t) sin(ω2t)dt,

...

bn =
2

T

∫ T

0
f(t) sin(ωnt)dt,

Výpočet koeficient̊u vyžaduje vyč́ısleńı určitého integrálu. Vzhledem k tomu,
že analytický výpočet určitého integrálu může být někdy velmi složitý, je
vhodné použ́ıt numerické metody. V návaznosti na koncepci TKSL se využ́ıvá
převod integrálu na ekvivalentńı diferenciálńı rovnici.

Např. koeficient

a2 =
2

T

∫ T

0
f(t) cos 2ωt dt, (4)

se převede na

a′2 =
2

T
f(t) cos 2ωt, a2(0) = 0. (5)

Horńı mez integrálu (4) představuje bod, ve kterém se poč́ıtá řešeńı dife-
renciálńı rovnice (5).
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Odpov́ıdaj́ıćı zápis v TKSL pro funkci f(t) = sin2(t):

var f,a2;

const PI=3.1415926535897932385,eps=1E-20,k=1/PI,om=1,tmax=2*PI;

system

f=sin(t)*sin(t);

a2’=k*f*cos(2*om*t) &0;

sysend.

Očekávaný výsledek výpočtu pro periodu T = 2π (tzn. pro konvenci
TKSL tmax = 2π) je v Obr. doplnte uveden v pravé části textu.

Pozn. Pr̊uběh řešeńı dif. rovnice (5) nás ve skutečnosti nezaj́ımá, pod-
statný je výsledek (a2(2π) = −0.5)

3 Postup, hodnoty

4 Ukázka kódu pro TKSL

var f, f5;

{

var a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10;

var b0, b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8, b9, b10;
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}

const PI = 3.1415926535897932385, eps = 1E-10, k = 1 {2 / T},

om = PI {2 * PI / tmax}, tmax = 2, DT = 0.05;

const a0 = 1;

const b0 = 0;

const b1 = 0.637;

const b3 = 0.212;

const b5 = 0.127;

const b7 = 0.091;

const b9 = 0.071;

system

case t of

< 1: f = 1;

else f = 0;

esac;

{

a0’ = k * f * cos(0) &0;

b0’ = k * f * sin(0) &0;

a1’ = k * f * cos(om * t) &0;

b1’ = k * f * sin(om * t) &0;

a2’ = k * f * cos(2 * om * t) &0;

b2’ = k * f * sin(2 * om * t) &0;

a3’ = k * f * cos(3 * om * t) &0;

b3’ = k * f * sin(3 * om * t) &0;

a4’ = k * f * cos(4 * om * t) &0;

b4’ = k * f * sin(4 * om * t) &0;

a5’ = k * f * cos(5 * om * t) &0;

b5’ = k * f * sin(5 * om * t) &0;

a6’ = k * f * cos(6 * om * t) &0;

b6’ = k * f * sin(6 * om * t) &0;

a7’ = k * f * cos(7 * om * t) &0;

b7’ = k * f * sin(7 * om * t) &0;

a8’ = k * f * cos(8 * om * t) &0;

b8’ = k * f * sin(8 * om * t) &0;

a9’ = k * f * cos(9 * om * t) &0;

b9’ = k * f * sin(9 * om * t) &0;

a10’ = k * f * cos(10 * om * t) &0;

b10’ = k * f * sin(10 * om * t) &0;

}
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f5 = a0 / 2 + b1 * sin(om * t)

+ b3 * sin(3 * om * t) + b5 * sin(5 * om * t);

sysend.

5 Grafický výstup

Výpočet koeficient̊u, aproximace pro 5 a 10 koeficiant̊u.

6 Závěr

Moc jsem neměl tušeńı která bije, ale nakonec to fungovalo. Aproximace
obdélńıku fungovala podle očekáváńı – v́ıce koeficient̊u bylo obdélńıákověǰśı.
Nestabilita TKSL mi velmi zvedala krevńı tlak.
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