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1 Zadani

Aproximujte pomoci Fourierovy rady funkci obdélnikového impulsu f(¢) = 1
prot € (0,1) a f(t) = 0 pro t € (1,2). Spocitejte koeficienty Fourierovy fady
pomoci TKSL a vypiste hodnoty nenulovych koeficientu. Porovnejte aproxi-
maci Fourierovy fady se zadanou funkei f(¢) v jedné periodé (pro demonstraci
pouzijte ruzny pocet ¢lenu Fourierovy fady). Vypocty demonstrujte obréazky.

2  Uvod

Fourierovy fady jsou limitou posloupnosti trigonometrickych polynomu, které
maji cast slozenou z kosinu a ¢ast ze sinu. Pouzivaji se predevsim pii stu-
diu jevu s periodickym charakterem. Vyhodou téchto fad je skutecnost, ze
pozadavky kladené na jejich konvergenci k rozvijené funkci jsou slabsi nez v
piipadé rozvoju do Taylorovych fad (nepozadujeme napfi. existenci derivaci
vsech fadu dané funkce v daném bodé; nepozadujeme dokonce ani spojitost
rozvijené funkce). Rovnéz vypocet koeficienti muze byt (zejména pii pouziti
numerickych metod) jednodussi zalezitosti nez u fad Taylorovych.

http://mathonline.fme.vutbr.cz/Fourierovy-rady/sc-73-sr-1-a-60/default. aspx



2.1 Piiklad vypoétu aproximace sin®(wt)

Ovérme platnost rovnice

sin?(wt) = ; — ;cos(th). (1)

Vyraz (1) lze odvodit analyticky:

sin?(wt) + cos®(wt) = 1
cos(2wt) = cos?(wt) — sin®(wt)
cos(2wt) = 1 — sin®(wt) — sin*(wt)
cos(2wt) = 1— 2sin®(wt)
1-— 2wt
(3025( wt) = sin®(wt)

Vyraz (1) lze proto prepsat do tvaru
sin®(wt) = % + ag cos(2wt)

1

ag=1 as = ——
0 2 5
Vyraz % md vyznam "nulového kmitoctu”tzn. konstantni (tzv. stejnosmérné)

slozky.

Analytické odvozeni potvrdilo rozklad mocninné funkce na soucet har-
monickych slozek ve tvaru

f(t) = %9+ aicoswt+ aycos2wt + azcos 3wt + - - @)
+b; sin wt + by sin 2wt + b3 sin 3wt + - - -

Ziskéani koeficientu ag, a1, as,. .., a,, by, b, bs,..., b, analytickymi meto-
dami (upravou vzorci) je ur¢ité nepopularni.
Vyraz (2) se nazyva Fourierova fada, pro kterou nastésti bylo velmi velmi
dédvno odvozeno

2T

ap = 7 [ f(t)dt,

o7
ap, = % [ f(t)cos(kwt)dt, k=1,2,3,...,n, (3)

0

2T
b, = % [ f@t)sin(kwt)dt, k=1,2,3,... n.

0



Vypocet koeficienti Fourierovy rfady pomoci TKSL

Pro koeficienty Fourierovy tady plati:

2
o = f/ f(t)dt
a; = ;/ f(t) cos(wt)dt,
ay = ;/ f(t) cos(w2t)dt,
a, = ;/OT f(t) cos(wnt)dt,
b — ; / F(t) sin(wh)dt,
by — ; / F(#) sin(w2t)dt.

b, = T/ ) sin(wnt)dt,

Vypocet koeficientu vyzaduje vycisleni urcitého integralu. Vzhledem k tomu,
ze analyticky vypocet urcitého integralu muze byt nékdy velmi slozity, je
vhodné pouzit numerické metody. V navaznosti na koncepci TKSL se vyuziva
prevod integrélu na ekvivalentni diferencialni rovnici.

Napft. koeficient
9 [T
as = —/ f(t) cos 2wt dt, (4)
T Jo
se prevede na

ay = ;f(t) cos2wt,  az(0) = 0. (5)

Horni mez integralu (4) predstavuje bod, ve kterém se pocita feseni dife-
rencidlni rovnice (5).



Odpovidajici zapis v TKSL pro funkei f(t) = sin?(¢):

var f,a2;
const PI=3.1415926535897932385, eps=1E-20,k=1/PI,om=1, tmax=2*PI;
system

f=sin(t)*sin(t);
a2’=kxfxcos (2xom*xt) &0;
sysend.

Ocekavany vysledek vypoctu pro periodu 7" = 27 (tzn. pro konvenci
TKSL tmax = 2m) je v Obr. doplnte uveden v pravé casti textu.

Pozn. Prubéh feseni dif. rovnice (5) nas ve skutecnosti nezajima, pod-
statny je vysledek (as(27) = —0.5)

3 Postup, hodnoty
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4 Ukazka kédu pro TKSL

var f, f5;

{

var a0, al, a2, a3, a4, ab, a6, a7, a8, a9, all;
var b0, bl, b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8, b9, blO;



+

const PI = 3.1415926535897932385, eps
om = PI {2 * PI / tmax}, tmax = 2, DT
const a0 = 1;

1E-10, k =1 {2 / T},
0.05;

const b0 = 0;

const bl = 0.637;

const b3 = 0.212;

const b5 = 0.127;

const b7 = 0.091;

const b9 = 0.071;

system
case t of

<1: f =1,
else f = 0;

esac;
{
a0’ =k *x f * cos(0) &0;
b0’ = k * £ * sin(0) &0;
al’ =k * f * cos(om * t) &0;
bl’> = k * f * sin(om * t) &0;
a2’ =k x f x cos(2 *x om * t) &0;
b2’ =k * £ *x sin(2 * om * t) &O;
a3’ =k * f * cos(3 * om * t) &0;
b3’ =k * f * sin(3 * om * t) &O0;
a4’ =k * f * cos(4 *x om * t) &O0;
b4’ =k * £ * sin(4 * om *x t) &0;
ab’ =k * f * cos(5 * om * t) &0;
b5’ =k * £ * sin(5 * om * t) &0;
a6’ =k *x f * cos(6 * om * t) &0;
b6’ =k x f * sin(6 * om * t) &0;
a7’ =k x £ x cos(7 *x om * t) &0;
b7’ =k * £ *x sin(7 * om * t) &O;
a8’ =k * f * cos(8 * om * t) &0;
b8’ = k *x £ * sin(8 * om * t) &O0;
a9’ =k * f x cos(9 * om * t) &0;
b9’ =k * f * sin(9 * om *x t) &O0;

al0’ =k *x f * cos(10 * om * t) &O;
b10’ =k * £ % sin(10 * om * t) &O0;



f5 = a0 / 2 + bl * sin(om * t)
+ b3 * sin(3 * om * t) + b5 * sin(b * om * t);
sysend.

5 Graficky vystup
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Vypocet koeficientu, aproximace pro 5 a 10 koeficianti.

6 Zaveér

Moc jsem nemél tuseni ktera bije, ale nakonec to fungovalo. Aproximace
obdélniku fungovala podle ocekavani — vice koeficient bylo obdélnidkoveé;jsi.
Nestabilita TKSL mi velmi zvedala krevni tlak.



