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1 Uvod

Ukolem cvicen{ bude prozkoumat stabilitu a konvergenci bézné pouzivanych
numerickych metod. Budeme numericky tesit pocatecni lohu

v =Xy, y(0)=1, (1)
kde A < 0.
Znémé analytické teseni dif. rovnice (1) je ve tvaru
y = eM. (2)

2 Stabilita a konvergence numerickych me-
tod

Rekneme, ze numerickd metoda je absolutné stabilni, pokud pro dany inte-
gracni krok h a danou diferencialni rovnici chyba vznikla pii vypoctu y,, se
nezvétsi v nasledujicich hodnotach yi, & > n. Tedy je zaruceno, ze aproxi-
mace y; konverguje k hodnoté presného reseni y(t;).

Pro nas priklad (1) musi tedy platit podminka stability

yir1| < |yl (3)

Déle si zavedeme funkci stability numerické metody

R(z) = y;fl, 2= h, (4)

predpokladame, ze A je obecné komplexni ¢islo, proto z € C.
Nakonec si definujeme oblast (absolutni) stability numerické metody

D ={z e C|R(z)| < 1} (5)



2.1 Explicitni numerické metody

Zajima nas oblast stability explicitni Eulerovy metody a Taylorovy rady.

2.1.1 Explicitni Eulerova metoda

Explicitni Eulerova metoda pro danou tlohu (1) je zaddna vztahem
Yir1 = yi + hy; (6)
po dosazeni obdrzime
Yirr = Yi + WAy = (L+ 7\ )y = (1+hA) 'y , (7)

kde yo = y(0) = 1.
Aby platila podminka konvergence (3), musi platit

[1+hN<1. (8)

Hodnoceni explicitni Eulerovy metody z pohledu stability
Explicitni Eulerova metoda je absolutné stabilni pro A a h takové, pro které je
splnéna podminka (8). Polozme nyni z = h\ a fekneme, Ze oblasti absolutni
stability je v nasem piipadé jednotkovy kruh |z + 1| < 1 Obr. 1 (zvyraznéna
¢éast) komplexni roviny se stfedem (-1,0).

Explicitni Eulerova metoda nema tedy prilis velkou oblast absolutni sta-
bility a z tohoto hlediska ji nelze pouzit k feSeni tuhych diferencidlnich rovnic
(pro které je obecné |A| > 1).

2.1.2 Explicitni Taylorova metoda

Explicitni Taylorova rada je ve tvaru

Yis1 = yi+hyg+%fyz{/+%‘:’y2//+,..+hny(n)

nl Ji

Pozn. pro zajimavost ¢leny Taylorovy fady lze vypocist rekurentné

DYn; = 2ADY(n-1),
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Obréazek 1: Oblast absolutni stability - explicitni Eulerova metoda

po dosazeni derivaci obdrzime

Yir1 = Yi+hAy + %2)\2% + %?)\3% oo By,
Yirn = (LHRAF BN L B3 o My,

U’koly:

— Zjistéte funkci stability R(z) = ¢ pro explicitni Taylorovu Fadu ORD=2,3,4,10.
— Vykreslete v GNU plotu grafy oblasti stabilit D = ¢

(prikaz - load P:\...\ GNUplotStability.gnu)
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2.2 Oblasti stabilit numerickych metod

Definice 2.1 Dahlquist 1963: Numerické metody, u kterych oblast stability
D spliuje podminku
D> C ={z€eC;Re(z) <0},
se nazyvaji A-stabilni.
Oblasti absolutni stability A-stabilni numerické metody je tedy nadmnozina
celé zaporné poloroviny C~ = {z € C;Re(z) < 0} viz Obr. 2.

Definice 2.2 Fhle 1969: Metodu nazyvame L-stabilni, pokud je A-stabilni
a existuje limita
lim R(z)=0.

Re(z)——o0
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Obrazek 2: Oblast stability A-stabilni numerické metody

2.3 Implicitni numerické metody

Odvodime stabilitu u bézné pouzivané implicitni Eulerovy metody, lichobéznikové
metody a nové také implicitni Taylorovy rady.

2.3.1 Implicitni Eulerova metoda

Meéjme implicitni Eulerovu metodu ve tvaru

Yir1 = Yi + hyjyq - 9)

Dosadime-li difve zminény piiklad (1) do implicitni Eulerovy formule (9),
obdrzime

Yir1 = Yi + hAYita - (10)
Po tpravach obdrzime funkci stability pro implicitni Eulerovu metodu ve

tvaru 1
R(z) = (11)

1=z

obecné tedy pro z = a + ib, kde a < 0, je R(z) =

1
(1—a—1b) °

Plati |R(z)] <1 a lim R(z) = 0. Implicitni Eulerova metoda je tedy
L-stabilni. Jeji oblast absolutni stability je znazornéna na Obr. 3.
2.3.2 Implicitni lichobéznikova metoda

Lichobéznikovou metoda je ddana vztahem

h
Yit1 =Yi + §(y§ + Yit1) - (12)

b}
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Obrazek 3: Oblast absolutni stability - implicitni Eulerova metoda

Jeji aplikace na tulohu (1) poskytne

yi(1 4+ hA/2)

h
i1 = Yi + (MY + Ayirr) = ,
yirr = i+ 5 (i + Ayig) Y

Ukoly:

— Zjistéte funkci stability R(z) = ¢ pro implicitni Lichobéznikovou metodu.

— Vykreslete v GNU plotu graf oblasti stability (prikaz - load P:\...\ GNUplotStability.gnu).
— Jednd se o A-stabilni numerickou metodu? — BONUSOVA OTAZKA: Je

splnéna podminka L-stabilni numerické metody (dokazte pomoci vijpoctu li-
mity viz Def. 2.2)?

Metoda je A-stabilni



2.3.3 Implicitni Taylorova metoda

Implicitni Taylorova rada

2 3 —h)" n
Vi1 = Y hyl = Byl 4 By A

Yis1 = ¥i—DYlyy—---—=DYnipy, ORD=n

Pozn. pro zajimavost cleny Taylorovy fady lze vypocist rekurentné

DY1liyn = —hAyin
DY27;+1 - —%ADY].H_l
DYniy = —2ADY(n—1)is

po dosazeni derivaci obdrzime

2 3 “R)"\n
Yirr = Yi+hAyi — 5N+ SNy - - %/\ Yit1

_ 1 .
Yit1 (17h)\+%>\27%)\3+---+%)\")y1

Ukoly:

— Zjistéte funkce stability R(z) = ¢ pro implicitni Taylorovu fadu ORD=2,3,4,10
— Vykreslete v GNU plotu grafy oblasti stabilit D = ¢

(prikaz - load P:\...\ GNUplotStability.gnu)
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3 Numerické reseni

Ukoly:

~ Spustte v MatLabu skript pro numericky vijpocet dif. rovnice (1) pomoct
explicitnich numerickych metod - soubor “explicitni.m”.

Prostudugte jednoduchou implementaci explicitnich numerickych metod - sou-
bory “eul.m, tay.m”.

Zadejte konstantu A = —10, integracni krok nechdme pro vsechny simulace
konstantni h = 0.1 (proménnd z = —1). Ovérte z vykresleného grafu stabilitu
a konvergenci numerického vypoctu.

Poté zvolte konstantu A na okragi oblasti stability Fulerovy explicitni nume-
rické metody a sledujte stabilitu a konvergenci vypoctu numerickych metod.

— Spustte v MatLabu skript pro numericky vijpocet dif. rovnice (1) pomoct
implicitnich numerickych metod - soubor “implicitni.m”.

Prostudugte jednoduchou implementact implicitnich numerickiych metod - sou-
bory “impl_eul.m, impl_lich.m, impl_tay.m”.

Zadejte konstantu A = —10, integracni krok mechame pro vsechny simulace
konstantni h = 0.1 (proménnd z = —10). Ovérte z vykresleného grafu stabi-



litu a konvergenci numerického vypoctu.
ZvySugte absolutni hodnotu konstanty (|\| > 10) a sledujte stabilitu a konver-
genci vypoctu numerickych metod. Jak se chovd lichobéznikovd metoda?

Pii A = —10, jsou metody jesté stabilni. Pii A = —19 (bliz{ se mezi sta-
bility), jasné vidime ze konverguji daleko pomaleji.

s ey s 10

U implicitnich metod vidime, Ze s rostouci A konverguji rychleji. Vyjimkou
je lichobéznikova metoda, ktera nejrychleji konverguje pravé pii A = —20.
Pfi vyssich hodnotach A\ pak dochézi k prekmitim.

[ —




4 Zaver
Prostudovali jsme jednotlivé metody a zjistili oblasti jejich (ne)stability.

Zajimavé bylo zjisténi, ze s rostoucim radem Eulerovy metody graf stabi-
lity vice a vice pripomind vesmirnou lod’ :-).
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